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Testatfragen zu Vorlesung II

11. Skizziere die Dichte einer Gleichverteilung mit den Parametern ¢ = 0 und b = 10.

12. Skizziere die Dichten der drei Normalverteilungen, die jeweils den Mittelwert 1 = 0 und die Standard-
abweichungen o1 = 0.5, 02 = 1 und o3 = 2 besitzen.

13. Die Verteilung einer metrischen Variable  wird durch die Dichtefunktion f beschrieben. Wo kann man
die Wahrscheinlichkeiten Prob{z < 0}, Prob{0 <z <1} und Prob{x > 1} ablesen (Skizze)?

14. Die Verteilung einer metrischen Variable x wird durch die Dichtefunktion f beschrieben. Wie wird das
97.5-%-Quantil Qg7.5(f) erklart (Skizze)?

15. Welcher Verteilung unterliegen die Stichproben-Mittelwerte [i einer metrischen Variablen beim wieder-
holten Ziehen von gleichgroflen, unabhéangigen Stichproben?

16. Definiere das 95-%-Konfidenzintervall fiir den Stichproben-Mittelwert einer Stichprobe vom Umfang N.
17. Fir 500 unabhéangige, gleichgrofie Stichproben aus P wurde jeweils das 90-%-Konfidenzintervall fiir den
Stichproben-Mittelwert der metrischen Variable = berechnet. Wieviele dieser Intervalle enthalten den wahren
Mittelwert p von z in P?

18. Was versteht man unter einer zweifach verblindeten randomisierten Interventionsstudie?

19. Erkléare: primarer Endpunkt einer Studie.

20. Welche vier wichtigsten Grundséatze sind bei der Planung und Durchfithrung einer randomisierten Studie
zu beachten?

Anmerkungen

x Verteilungsdichte (p. 2-03): Eine Verteilungsdichte ist eine Funktion f: R — [0, oo ) mit folgenden mathe-
matischen Eigenschaften: Sie mufl Lebesgue-integrierbar sein, darf nur nichtnegative Werte f(z) > 0 an-
nehmen und mufl im Integral auf Eins normiert sein: ffooo f(@)dz = 1. In der Grafik auf p. 2-03 ist die

Dichte der Standard-Normalverteilung dargestellt.

x Gleichverteilung (p. 2-04): Eine Gleichverteilung auf dem Intervall [a, b] wird durch die beiden Intervall-
grenzen a, b als Parameter bestimmt. Thre Dichte lautet:

0 fir x < a,
f(x,a,b):{l/(b_a) fir a < 2 <0,
0 fiir x > b.

Mittelwert und Median stimmen iiberein: g = m = (a + b)/2, und es gilt o = (b —a)/(2V/3).

« Exponentialverteilung (p. 2-04): Die Exponentialverteilung ist auf der nichtnegativen Halbachse [0, 00)

definiert und wird durch genau einen Parameter A\ > 0 bestimmt. Thre Dichte lautet:

oAz . >
f(xa)\)_{)\ e f}.lrx/O,
0 fur z < 0.

Sie ist vor allem bei der Modellierung von Zeitdauern und Lebensdauern anzutreffen (dabei ist A die Aus-
fallrate). Es gilt: 4 =1/A\, m =In2/\ und o = 1/A.

x Normalverteilung (pp. 2-04, 2-08): Die Normalverteilung ist auf der gesamten reellen Achse definiert und
wird unmittelbar durch die zwei Parameter Mittelwert p und Standardabweichung ¢ bestimmt. Thre Dichte
(“Glockenkurve”) ist beziiglich der y-Achse symmetrisch und lautet:
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Aufgrund des sog. zentralen Grenzwertsatzes spielt die Normalverteilung in der Wahrscheinlichkeitsrechnung

f(@,p,0) = L TER.

eine zentrale Rolle: Summiert man viele unabhéngige Zufallsvariablen auf, so entsteht unabhéngig davon,

wie diese verteilt sind, in guter Naherung eine normalverteilte Grofle.

* t-Verteilung (p. 2-04): Die t-Verteilung héngt mit der Verteilung von Differenzen von Stichproben-Mittel-
werten zusammen (siehe Vorlesung III, Lehrsatz 3.6.). Sie ist auf der gesamten reellen Achse definiert und
wird unmittelbar durch einen ganzzahligen Parameter, die Anzahl der Freiheitsgrade df, bestimmt. Thre
Dichte ist beziiglich der y-Achse symmetrisch. Fir df > 30 ist die ¢-Verteilung fast nicht mehr von einer
Standard-Normalverteilung mit g = 0 und ¢ = 1 zu unterscheiden.

% Chi-Quadrat-Verteilung (p. 2-04): Grob gesprochen, ergibt sich eine y2-Verteilung mit df = N Frei-
heitsgraden, wenn man die Quadrate von N metrischen Variablen aufsummiert, die alle einer Standard-
Normalverteilung mit © = 0 und ¢ = 1 unterliegen. Sie ist nur auf der nichtnegativen Halbachse [0, c0)
definiert. Fiir df > 100 Freiheitsgrade ist die x2-Verteilung fast nicht mehr von einer Normalverteilung mit
p=Nund 0 =+v2N zu unterscheiden.

x Fisher-Verteilung (p. 2-04): Eine Fisher-Verteilung mit (df;, dfs) Freiheitsgraden entsteht als Verteilung
des Quotienten von zwei Chi-Quadrat-verteilten metrischen Variablen mit df; bzw. dfs Freiheitsgraden. Sie
ist nur auf der nichtnegativen Halbachse [0, oo) definiert.

* Beliebige p-Quantile (p. 2-07): Eine andere Bezeichnung fiir Quantil ist “Perzentil”.
« Lehrsatz 2.9. (p. 2-12) ist ebenfalls eine Konsequenz des zentralen Grenzwertsatzes. Das Theorem kann
wie folgt umformuliert werden:
Lehrsatz 2.9.a: Fine metrische Variable x in der Gesamtpopulation P maoge den Mittelwert u und die
Standardabweichung o besitzen. Mit den Stichproben-Mittelwerten [i von = (fir unabhdngige Stichproben
vom gleichen Umfang N > 30) konstruieren wir die metrische Variable

B—p

’U:U/\/W.

Unabhdngig davon, auf welche Weise x in P wverteilt ist, unterliegt die Variable v in sehr guter Ndiherung

einer Standard-Normalverteilung mit Mittelwert 0 und Standardabweichung 1.

x Bezeichnungen auf pp. 2-13 ff.: Die Bezeichnungen der Quantile der Normalverteilung auf den folgenden
Seiten sind verkiirzt: Statt Q,(N') miiten wir eigentlich @, (N, p,o/v N ') schreiben, um die Abhéngigkeit
der Normalverteilung A (i, /v N ) von den Parametern p und o/v/ N zum Ausdruck zu bringen.

* Boston Housing Dataset (p. 2-15): Der Datensatz wurde im Zusammenhang mit [ HARRISON JR./RUBINFELD
(1978) ] publiziert und enthélt Variablen, die seinerzeit die Preisbildung fiir Wohnh&user im Grofiraum Boston
beeinfluit haben (abrufbar z.B. unter faculty.tuck.dartmouth.edu/images/uploads/faculty/business-
analytics/Boston_Housing.x1lsx (09.10.2026)). Zur damaligen Zeit galt ein Datensatz mit N = 506
Messungen fiir 14 Variablen bereits als “big data”; in der Folge wurden die Daten immer wieder als
Beispiel herangezogen. Die durchschnittliche Klassenstérke, definiert als “pupil-teacher ratio by town school
district”, kann als ein Maf fiir die Lebensqualitdt im betreffenden Stadtbezirk aufgefafit werden. Die Konfi-
denzintervalle wurden mit o bestimmt und haben daher alle die gleiche Breite.

x Zusatz zu Definition 2.10. (p. 2-16): Wenn man bei der Bildung des Konfidenzintervalls anstelle von o die
empirische Standardabweichung & benutzt, kann man sich nicht mehr auf Lehrsatz 2.9. berufen. Stattdessen

gilt:



Zusétzliches Material zu Vorlesung II (20.10.2026) 3

Lehrsatz 2.9.b: FEine metrische Variable x in der Gesamtpopulation P mége den Mittelwert p und die Stan-
dardabweichung o besitzen. Mit den Stichproben-Mittelwerten fi und den empirischen Standardabweichungen

o von x (fir unabhdngige Stichproben vom gleichen Umfang N > 30) konstruieren wir die metrische Variable

B—p

v:&/\/ﬁ.

Unabhdngig davon, auf welche Weise x in P verteilt ist, unterliegt auch die Variable v in sehr guter Ndherung

einer Standard-Normalverteilung mit Mittelwert 0 und Standardabweichung 1.

Die Breite der Konfidenzintervalle zu verschiedenen Stichproben gleichen Umfangs ist dann allerdings nicht

mehr konstant, sondern zusammen mit ¢ variabel.

x Konfidenzintervalle zu beliebigen Prozentzahlen (p. 2-16): Wegen der Symmetrie der Normalverteilung gilt

Q95(N,[L,O'/\/W) — Q5(N7:u70'/\/ﬁ)
2

ag

= Q95(N7071) \/ﬁ

mit Qos(N,0,1) = —Q5(N,0,1) = 1.645. Allgemein gilt

Q(lOO*})/?)(Nv s U/W) - Qp/Q(N7 s U/W)
2

= Q(100-p/2)(N,0,1) - \/%

mit Q(loo_p/g)(N, 0,1) = —Qp/g(N, 0,1), so daf} es in jedem Fall nur auf die Quantile der Standard-Normal-

verteilung N’ (0,1) ankommt. Fiir N > 30 darf man erneut & anstelle von o verwenden.

x* S, 8@ ynd SG) (p. 2-17) wurden als unabhingige “Stichproben aus der urspriinglichen Stichprobe”

gezogen.

x Definition 2.14. (p. 2-19): Vollig analog zu Definition 2.14. werden ¢-%-Konfidenzintervalle fiir die relative
Héaufigkeit p in der Stichprobe zu einem beliebigen Prozentsatz 0 < g < 100 erklért:

p-(1-p)

ﬁ-(l—ﬁ)]
¥ :

[ D — Qoo—q/2)(N,0,1) - N

) ﬁ+ Q(l()qu/Q)(NaO, 1) .

x Konfidenzintervalle fiir andere Kenngréfen (p. 2-20): Zum Beispiel lautet das 95-%-Konfidenzintervall fiir
die empirische Standardabweichung & in einer Stichprobe vom Umfang N:

. N—1 . No1
Qors(x?, N —1)’ Qas5(x%, N—-1)""

Die Quantile beziehen sich auf eine Chi-Quadrat-Verteilung mit df = N — 1 Freiheitsgraden. Achtung: dieses

Konfidenzintervall ist beziiglich & nicht symmetrisch!

* Randomisierung (pp. 2-21, 2-23, 2-30) bedeutet die zufillige Zuordnung der Teilnehmer zu den verschiede-
nen Studienarmen. Diese Aufgabe wird heute von speziellen Computerprogrammen iibernommen.

x Abkirzungen (p. 2-23): Ges — Gesamtpopulation, St — Stichprobe, Rnd — Randomisierung, Z — Ziel-
merkmal.

x Crossover-Design (p. 2-23): Die korrekte Auswertung einer Crossover-Studie mit einer metrischen Zielgrofie
wird in [ WELLEK/BLETTNER (2012) ] beschrieben.

x “Schiilersportstudie” (pp. 2-26 ff.): Neben der Publikation [ WALTHER ET AL. (2011) | haben wir Zugang zu

einem Teil der Studiendaten. In dem uns zur Verfligung gestellten Datensatz sind jedoch aus Griinden des

Datenschutzes einige Eintrage verandert worden.
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x Daten auf p. 2-32: Die Daten in der Tabelle stammen aus dem Datensatz, Ausgangsposition und Ergebnis
aus [ WALTHER ET AL. (2011) ], pp. 2351.
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