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Sobolevraume und partielle Differentialgleichungen

Das nachstehende Kapitel wurde aus PICKENHAIN, S.; WAGNER, M. (Hrsg.): Partielle Differentialglei-
chungen 2006. Vortragsskripte zum Proseminar. BTU Cottbus; Preprint-Reihe Mathematik M-08/2006, ent-
nommen, und in den Bezeichnungen an den laufenden Kurs angepaft. Wir fassen die wichtigsten Definitionen
und Satze aus der Theorie der Sobolevraume zusammen, wobei wir vollstandig auf Beweise verzichten und
in diesem Zusammenhang auf die angegebenen Quellen verweisen.

0.1 Funktionenriume auf einem offenen Grundgebiet ([EvaNs 98], p. 618)

Wenn nicht anders vereinbart, setzen wir stets voraus, dafi  C R™ eine beschriankte, offene Menge ist. Die
Notation V. CC € bedeutet: V ist eine kompakte Teilmenge von €. Die Menge suppu = cl {t € Q | |z(t) |
> 0} heifit Trager der Funktion z.

Definition 0—-01 (Riume individueller Funktionen):

1) C°(Q) ist die Menge aller Funktionen {z: Q=R |z ist auf Q stetig }.

2) C°(Q) ist die Menge aller Funktionen {z: Q>R | x ist auf Q gleichmdifig stetig }.

3) Ck(Q) ist fir k € {1, 2, ..., oo} die Menge aller Funktionen {;E: Q—-R | x ist auf € stetig und besitzt
dort stetige partielle Ableitungen bis zur k-ten Ordnung }

4) C’k(ﬁ) ist fir k € {1,2, ..., 00} die Menge aller Funktionen {z: @ — R ’ x ist auf Q gleichmdflig
stetig und besitzt dort gleichmdfig stetige partielle Ableitungen bis zur k-ten Ordnung}.

5) CS(Q) ist die Menge aller Funktionen { x € () | suppa C Q ist kompakt }.

6) C];(Q) ist st fiir k € {1, 2, ..., 0o} die Menge aller Funktionen { x € Q) | suppa C Q ist kompakt }.
Anmerkungen: 1) Definiert man stetige Funktionen auf einer offenen Menge €2, so steht der Satz von
Weierstral nicht zur Verfiigung, und Funktionen z € CO(Q) kénnen unbeschréinkt sein.

2) Die Definition bringt auf elegante Weise zum Ausdruck, da$ die Funktionen z € C°(Q) eine eindeutig
bestimmte stetige Fortsetzung auf den Rand 9€) gestatten (sieche [ DUNFORD/SCHWARTZ 88 ], p. 23, Theorem
17). Mit der Supremumsnorm wird C°(Q) zum Banachraum.

3) Analog zum Raum C° () kénnen unbeschrinkte Funktionen und Ableitungen auftreten. Die Ableitungen
werden an dieser Stelle im klassischen Sinne verstanden.
4) Analog zum Raum C°(Q) kénnen sowohl z selbst als auch alle vorhandenen Ableitungen stetig auf den

Rand 99 fortgesetzt werden. Mit passender Norm entsteht ein Banachraum.

5) Funktionen z € CS(Q) haben insbesondere Randwerte Null und sind beschrankt. Mit der Supremumsnorm
entsteht ein Banachraum.

6) Bei Funktionen z € C’Z(Q) haben sowohl x selbst als auch alle vorhandenen Ableitungen die Randwerte
Null und sind beschrankt. Mit passender Norm entsteht ein Banachraum.
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Definition 0-02 (Aquivalenzklassenréume integrierbarer Funktionen):

1) LP(Q) ist fiir 1 < p < oo die Menge aller Aquivalenzklassen
. p 1/p
{[#]|z: Q— R ist mefbar, Izl = ( |(t)|" dty .. dtm> < o0}.
Q

2) L(Q) ist die Menge aller Aquivalenzklassen

{[z]|z: Q=R ist mefbar, [l = esssup |2(t) | < oo }.
teQ

3) L. (Q) st fir 1 < p < oo die Menge aller Aquivalenzklassen

{[z] | z: Q= R, fir alle V.CC Q gehirt die Einschrinkung [x|V] zu L' (V) } .

Anmerkungen: 1) und 2) sind bekannte Banachrdume. 3) ist kein Banachraum; trotzdem wird die Kon-
struktion insbesondere auf unbeschrinkten Grundgebieten Q oft benutzt. Innerhalb der Aquivalenzklassen
konnen die Funktionswerte auf m-dimensionalen Lebesgueschen Nullmengen beliebig abgeéndert werden.

0.2 Verallgemeinerte Ableitungen und Sobolevraume ([EvaNs 98], pp. 241 ff.)

Die moderne Behandlung partieller Differentialgleichungen umfafit Situationen, in denen Daten und Lo-
sungen nicht notwendig im klassischen Sinne differenzierbar sein miissen. Man benutzt als Grundbegriff:

Definition 0—03 (verallgemeinerte Ableitung) : Fine Funktiony € Lzloc) heifit verallgemeinerte partielle
Ableitung von = € L(lloc), wenn gilt:

y=Dia = [ a0 Duplyit=(-1)- [ yeO)dt Ve T @),

CT(Q) heifft auch Raum der Testfunktionen.

Wihrend die klassische partielle Ableitung durch lokale Grenzwertbildung erklért ist, definiert man die verall-
gemeinerte Ableitung durch eine Variationsgleichung. Verallgemeinerte Ableitungen sind, wenn sie existieren,
als Ll—AquivalenZklassen eindeutig bestimmt. Radume (genauer: Aquivalenzklassenréiume) von verallgemei-
nert differenzierbaren Funktionen sind Sobolevraume.

Definition 0—-04 (Sobolevraume): 1) Firl < p < oo, k€ {0, 1,2, ... } definieren wir W];(Q) als Menge
aller A quivalenzklassen

{ [2] | x: Q — R; x besitzt verallgemeinerte partielle Ableitungen bis zur k-ten Ordnung, x, Dz, ...,

DFz € LP(Q) komponentenweise) } .

2) Sobolevnormen: Wir definieren

k o » 1/p
> (1D llng)") s 1<p<oo
al|=0

ey = (2

k
Hx||W’;c(Q) = Z‘I . ||Da$||L°O(Q)a p=00.

jal=
Die Abkiirzung o ist im allgemeinen als Multiindex zu lesen, z. B. Dy s,x = DM mit o = (1,2), |a| = 2.

3) Fir 1 <p<oo, ke{0,1,2, ..} definieren wir WE(RQ) als Abschluf von C°(S2) in W’;(Q)-Norm.
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Nach unserer Definition gilt Wg(Q) = LP(Q). Alle Sobolevriume W’;(Q) und W% (Q) sind mit den angegebe-
nen Normen Banachraume. Fiir 1 < p < oo sind die Raume W’;(Q)7 ke{0,1,2, ..}, reflexiv. Fiir W’;(Q)
schreibt man oft H*(£2); mit dem Skalarprodukt

k
<x7y>H’C(Q) = ‘ 2|30<Da$» Day>L2(Q)

wird H*() zum Hilbertraum.

0.3 Approximation von Sobolevfunktionen mit C°°-Funktionen
Satz 0-05 ([Evans 98], p. 251, Theorem 2): Sei Q@ C R™ nur offen und beschrankt, 1 < p < oo,

ke {0,1,2, ... }. Dann kann jede Funktion & € W];(Q) durch eine Folge { 2™V}, W];(Q) NC>(Q) approzi-
miert werden: lim _, || 2 — & Wk () = 0. Im allgemeinen gilt jedoch N ¢ C™(Q).

Satz 0—06 ([ EvaNs 98], p. 252, Theorem 3): Sei & C R"™ offen und beschrankt mit C'-Rand, 1 < p < oo,
ke{0,1,2, ... }. Dann kann jede Funktion & € W’;(Q) durch eine Folge { xN'}, W];(Q) NC™(Q) approi-
miert werden: lim y_, || 2 — 2 lwk () = 0.

0.4 Einbettungssatze und stetige Reprasentanten

Satz 0-07 (Satz von Rellich/Kondrachev, Teil 1) ([EvaNns 98], p. 272, Theorem 1): Sei Q@ C R™
offen und beschrinkt mit C'-Rand, 1 < p < m, k = 1. Dann ist der Einbettungsoperator E : W;(Q) — LY(Q)
linear und vollstetig (kompakt) fir alle 1 < ¢ < p* = mp/(m —p).

Konsequenzen:

1) Jede Aquivalenzklasse [z] € W;(Q) gehort auch zu den betreffenden L?-Riumen.

2) Jede in W;(Q)—Norm beschriinkte Folge { V' } besitzt eine Teilfolge { V' }, die in L¢-Norm konvergiert.
3) Wenn fiir 1 < p < m eine schwach konvergente Folge { 2™ } W;(Q) @) e W:)(Q) gegeben ist, so
ist sie beschrénkt (als schwach konvergente Folge im reflexiven Raum) und besitzt insbesondere eine Teilfolge
{zN'}, W;(Q) - 3 W:,(Q), die in L”-Norm gegen & konvergiert (da p < p* = mp/(m — p)).

Satz 0-08 (Satz von Rellich/Kondrachev, Teil 2) ([ ADAMS/FOURNIER 07], p. 168, Theorem 6.3.,
Part IIT): Sei Q C R™ offen und beschrankt mit C’l—Rand, m < p< oo, k=1. Dann ist der Einbettungs-
operator E W;(Q) — C°(Q) linear und vollstetig (kompakt).

Konsequenzen:

1) Fiir p > m besitzt jede Aquivalenzklasse [z] € W;(Q) einen stetigen Représentanten.

2) Fir p > m besitzt jede in W;—Norm beschriinkte Folge {2V } eine gleichmiflig konvergente Teilfolge
{aV'}.

3) Wenn fiir m < p < oo eine schwach konvergente Folge {zV }, W;(Q) W@ 4 e W;(Q) gegeben
ist, so ist diese Folge beschréinkt und besitzt eine Teilfolge { zV / }, W;(Q)7 wo die stetigen Reprasentanten
gleichméflig gegen den stetigen Représentanten von & konvergieren.

Satz 0-09 ([EVANS 98], p. 279, Theorem 4): Sei Q@ C R™ offen und beschrinkt mit C*-Rand. Dann gilt:
[z] € W;(Q) <= x besitzt einen Lipschitz-stetigen Reprdsentanten.

Beispiel: Einbettungsverhalten von W;(Q)—Funktionen fir Q@ ¢ R? offen, beschrinkt, mit C'-Rand. Fiir
p < 2 gilt: p*(p) = 2p/(2 — p). Wir betrachten folgende Falle:



M. Wagner: Sobolevrdume und partielle Differentialgleichungen 4

p=1 — ze L*(Q).

pe(1,2) = zel’(Q)N v (€2), d. h. x liegt in “immer besseren” L?-Raumen.

p=2 = T€()1<y<o0 LY(Q) (siehe [ ADAMS/FOURNIER 07], p. 168, Theorem 6.3., Part I).

p € (2, 00) = x besitzt einen stetigen Reprasentanten, der sogar eine Holderbedingung erfiillt:
|2(s) —z(t)| < H-|s—t|®=2/P ([Evans 98], p. 280).

P =00 = x besitzt einen Lipschitz-stetigen Repréasentanten.

0.5 Randwerte

Fiir Funktionen z € C° (Q) sind Randwerte durch stetige Fortsetzung von z auf 99 eindeutig bestimmt, aber
wie soll man sie fiir eine Aquivalenzklasse z € W’; (Q) definieren? 9 ist im allgemeinen eine m-dimensionale
Lebesguesche Nullmenge, und dort darf x beliebig abgeandert werden. Dieses Problem 16st man durch die
Einfithrung eines Randwertoperators (trace operator), unabhéngig davon, ob x einen stetigen Reprisentanten
besitzt oder nicht.

Satz 0-10 (Existenz des Randwertoperators) ([EvANs 98], p. 258, Theorem 1): Sei Q@ C R™ offen
und beschrankt mit C* -Rand, 1 < p < oo, k= 1. Dann existiert ein linearer, stetiger Operator T : W;(Q) —
LP(09Q) mit den FEigenschaften

a) [Tz poq) < C-llz ||W;(Q) Ve W;(Q)-

b) Wenn z € W;(Q) NCQ), so gilt Tx = | 092

Satz 0-11 (Nullrandwerte) ([EvANs 98], p. 259, Theorem 2): Sei Q& C R™ offen und beschrankt mit
C'-Rand, 1 < p < o0, k = 1. Fiir alle x € W;(Q) gilt: © € Vcifll,(Q) <= Tx = o€ LP(09Q). Das bedeutet:
Genau die I%},—Funktionen haben “Nullrandwerte”.

Satz 0-12 (GauBscher Satz fiir Q ¢ R?) ([Evans/GARIEPY 92], p. 133, Theorem 1, (ii) ) : Unter den
Voraussetzungen von Satz 0-10 gilt fir Q C R? und « € W;(Q)

[ 20 (Dugr(®) + Dueatt) )t =

[ (Dar@) T (20 gy Ta(s) - [ #109) Tn(s)d)\l(s) Vo1, g2 € C(R?).
/Q Dy, x(t) p2(t) /zm P2(s)

Dabei bezeichnet n(s) den Aufeneinheitsnormalenvektor an 9 in s € Q, und \' das auf O iibertragene
eindimensionale Lebesquesche Magf.

0.6 Lipschitzgebiete

Alle Satze in den Abschnitten 3, 4 und 5 bleiben richtig, wenn Q C R™ statt einer offenen, beschrankten
Menge mit C'-Rand nur noch ein (beschranktes) Lipschitzgebiet im strengen Sinne ist. Hierfiir verweisen
wir auf [EVANS/GARIEPY 92], Kapitel 4, pp. 120 ff.
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