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1. Ein Steuerungsproblem mit unendlichem Zeithorizont und seine Eigenschaften.

a) Einleitung.

Im Kontext 6konomischer, aber auch naturwissenschaftlicher Fragestellungen ') werden Steuerungsprobleme
mit unendlichem Zeithorizont schon seit den 70er Jahren untersucht. Dennoch wurde die Notwendigkeit, die

verschiedenen Interpretationen eines Zielfunktionals der Gestalt

Fla) = [ f(tate). ) dt — sup' 1)

als Lebesgue- bzw. Riemann-Integral systematisch zu unterscheiden, erst in unmittelbarer Vergangenheit
durch die Verfasser herausgestellt. 2 In der Mehrzahl der Verdffentlichungen und selbst in den Lehrbiichern
[ FEICHTINGER/HARTL 86]% und [ CARLSON/HAURIE/LEIZAROWITZ 91]% unterbleibt eine Prizisierung
des verwendeten Integralbegriffs.

Beim Beweis von Existenzsétzen werden durchgehend Voraussetzungen formuliert, welche die Konver-
genz des uneigentlichen Integrals als Lebesgue-Integral erzwingen;® bei der Herleitung notwendiger Opti-

malitdtsbedingungen wird jedoch gewdohnlich vom Grenzilibergang lim p_, fOT (t,2(t),u(t)) dt Gebrauch

U Siehe die Einfithrungen in [ FEICHTINGER/HARTL 86 ], pp. 5 — 15, und [ CARLSON/HAURIE/LEIZAROWITZ 91],
pp. vii — ix; als Beispiele fiir Einzeluntersuchungen in Okonomie, Biologie und Physik seien [MAGILL 82],
[GOH/LEITMANN/VINCENT 74] und [ ZASLAVSKI 95] genannt.

2 [PICKENHAIN/LYKINA 06], p. 220; [ PICKENHAIN /LYKINA/WAGNER 06 ], pp. 14 ff.

3 Ebenda, p- 39: “setzen wir voraus, dafl das uneigentliche Integral ... fiir jede zuléssige Losung konvergiert.” In
welchem Sinne?
4 Beispielsweise wird ebenda, p. 10, Definition 1.2 (i), ein zulissiger Prozef (z,4) “strongly optimal” genannt,

falls die Bedingung

limsup/ flt,z(t),u(t))dt < lim / ft,z(t), )dt = / f, a(t))dt < oo (2)

T—o0

fiir alle anderen zuldssigen Prozesse (z,u) erfillt ist. Die Bedingung (2) impliziert, daf fooo ft,z(t),a(t))dt
als (mindestens bedingt) konvergentes uneigentliches Riemann-Integral aufzufassen ist, wahrend fiir die zum
Vergleich stehenden zuldssigen Prozesse (x,u) die uneigentlichen Riemann-Integrale fooo ft,z(t), u(t)) dt kon-
vergieren, bestimmt (mit Wert (—oo)) oder sogar unbestimmt divergieren kénnen. Bei der Formulierung
des zugehorigen Existenzsatzes wird jedoch der zuldssige Bereich auf Prozesse (z,u) eingeschrankt, fir die
fooo f(t,z(t),u(t)) dt als Lebesgue-Integral konvergiert (p. 187, Theorem 7.17, Voraussetzung (iii) ).

5 [BauM 76], p. 99, Theorem 6.1., und | CARLSON/HAURIE/LEIZAROWITZ 91], p. 187, Theorem 7.17, setzen
voraus, dafl f(¢,z(t),u(t)) fir beliebige zulissige Prozesse (z,u) durch eine Lebesgue-integrable Funktion ma-
jorisiert werden kann, wihrend [ BALDER 83], p. 204, Theorem 3.6., (3.21), und [ DMITRUK/KUZ’KINA 05],
p- 468, Assumption A8, und p. 469, Theorem 1, gleichméBige Integrierbarkeitsbedingungen formulieren.



gemacht,® womit fooo f(t,z(t),u(t)) dt wiederum als Riemann-Integral zu interpretieren ist.” Den von
v. WEIZSACKER, GALE und HALKIN vorgeschlagenen verallgemeinerten Optimalitéitsbegriffen® liegt eben-
falls eine Riemannsche Interpretation des Zielfunktionals zugrunde.

Die Frage, welcher Integralbegriff aus der Sicht der jeweiligen 6konomischen oder naturwissenschaftlichen
Anwendungen vorzuziehen ist, mufl an dieser Stelle offengelassen werden. Mit Sicherheit ergibt sich je-
doch aus der Inkonsistenz der Lebesgueschen und Riemannschen Integralbegriffe fiir einen unbeschrankten
Integrationsbereich ®) die Notwendigkeit, bei der mathematischen Formulierung der Aufgaben den verwen-
deten Integralbegriff zu prazisieren.

Diese Notwendigkeit wird auch durch die vorliegende Arbeit belegt. Diese liefert erstmals ein Beispiel
einer konvexen Aufgabe mit unendlichem Zeithorizont und linearem Zielfunktional, worin die Interpretatio-
nen des uneigentlichen Integrals als Lebesgue- oder Riemann-Integral zu verschiedenen endlichen Optimal-
werten fithren. 19 Wir weisen aufierdem fiir beide Interpretationen die Existenz globaler Maximallosungen
nach.

b) Formulierung der Aufgabe.

Sei 2 =[0,00) C R und 1 < p < co. Wir betrachten das “unvollstdndig formulierte” phasenbeschrinkte
Steuerungsproblem mit unendlichem Zeithorizont:

(Ploo: Foolz,y,u) = /Oosint-x(t)dt — sup!;
0

=y(t) (Vte;

=ut) (V)teQ;

0 <a(t) <qt) YteQ;
t) <ylt) <0 VteQ;

mit den stetigen Funktionen ¢ (t), g2(t), g3(t): Q@ — R gemif

2-t]0<t<1, -t |0<t<1, 4t-1)|o<t<1,
a(t) {1/7: 1<t<oo; 920 {—1/t\1<t<oo; 9:(t) {0 1<t<oco. Y

Zur exakten Formulierung von (P)., mufl noch prézisiert werden, in welchem Sinne das Integral (3.1) zu
verstehen ist.

% Siehe z. B. [CARLSON/HAURIE/LEIZAROWITZ 91], p. 24 f., Theorem 2.3., und [FEICHTINGER/HARTL 86],
p. 187 f., Satz 7.5.

[BLoT/MICHEL 96], p. 341, [BLOT/HAYEK 96], p. 979, und [BLOT/HAYEK 00], p. 280, gehoren zu den
wenigen Arbeiten, in denen die Riemannsche Interpretation explizit benannt wird.

7)

8 [GALE 67], [HALKIN 74], p. 269, und [v. WEIZSACKER 65], p. 85; zusammengefaBt bei [ FEICHTINGER /HARTL

86], p. 186, Definition 7.2. HALKIN préazisiert loc. cit., p. 271: “In the formulation ... we do not require that
either lim ,_, . Z(T) or lim _, . fOT L(z(t),u(t),t) dt exist.”
9 [ELsTRODT 96], p. 151 f., Satz 6.3.

19 In [PICKENHAIN/LYKINA/WAGNER 06], p. 14 f., Example 3.5., existiert keine zulissige Losung, fiir die das

Zielfunktional als Lebesgue-Integral konvergiert; ebenda, p. 15 f., Example 3.6., ist der Optimalwert bei der
Interpretation des Zielfunktionals als Riemann-Integral unendlich.



Definition 1.1.: Wir bezeichnen mit Bo, die Menge aller (,y,u) € WLP(Q) x WEP(Q) x LP._(Q), die

(3.2) — (3.7) erfiillen, mit Boo,1, die Menge aller (x,y,u) € Bs, fir die das Integral
e}
Foor(z,y,u) = L-/ sint - x(t) dt (5)
0
als Lebesgue-Integral existiert, und mit Boo r die Menge aller (z,y,u) € Boo, fir die das Integral
T o0
Foo r(z,y,u) = lim sint - z(t)dt = R—/ sint - x(t) dt (6)
T—o0J0 0

als uneigentliches Riemann-Integral konvergiert.

Damit entstehen aus (P)s zwei nunmehr prézise formulierte Steuerungsprobleme mit unendlichem Zeit-

horizont:

(Ploor: Foorn(z,y,u) = L-/Oo sint - z(t)dt — sup!; (z,y,u) € Boo N Boo,r sowie
0

(P)oo,r: Foor(z,y,u) = R—/Ooosint~x(t)dt — sup!; (z,y,u) € Boo N Boo i -

In beiden Aufgaben sind zuldssiger Bereich und Zielfunktional konvex (siehe Lemma 2.1.).

c) Hauptergebnisse der Arbeit.
Uber die Aufgaben (P)so.z und (P)uo. g gilt folgender Satz:

Satz 1.2.: 1) Fir die Mazimalwerte g, und pg der Aufgaben (P)oo.r und (P)oo.r gilt
0 < pr < pr < 0. (7)

Die beiden unterschiedlichen Interpretationen des Zielfunktionals in (P)o fiihren also zu zwei verschiedenen,
aber endlichen Mazimalwerten.

2) Die Aufgabe (P)oo 1 besitzt eine globale Maximalldsung (xr,yr,wr).

3) Die Aufgabe (P)oo r besitzt eine globale Mazimallésung (tr, YR, uR).

4) Keine globale Mazimallésung von (P)eo, kann eine solche von (P)so, r sein und umgekehrt.

In Kapitel 3 werden wir auflerdem je eine globale Maximalstelle (zr,yr,ur) und (zr,yr, ur) von (P)eo 1.

bzw. (P)oo,r bestimmen.

d) Zugehorige Steuerungsprobleme (P)r mit endlichem Horizont.

Beim Versuch, (P)o,z oder (P)oo, g durch Grenziibergang T' — oo zu “approximieren”, entstehen mit 7' > 0
die Aufgaben

T
(P)r: Fr(z,y,u) :/ sint - x(t)dt — sup!;
0

=yt) (V)telo,T];

< aqit) Vtelo,T];
y(t) <0 Vie[o,T];
€0, T].

/AN



Die stetigen Funktionen gi(t), g2(t), g3(t): [0, T] — R werden wie oben durch (4) definiert (fir 7' < 1
entfallt in den Definitionen jeweils die zweite Alternative). Uber die Aufgaben (P)¢ gilt folgender Satz:

Satz 1.3.: Seil <p<oound 1 <T < oo beliebig.
1) Fir die Mazimalwerte py, und pp der Aufgaben (P)so,r und (P)p gilt

0 < pr < pr < o0. (9)

2) Die Aufgabe (P)7 besitzt mindestens eine globale Mazimallosung (z7,yr,ur) € W P[0, T]x W"P[0, T
x L[0,T].
3) Keine globale Mazimallosung (o, yr, ur) von (P)r kann zu einer zuldssigen Losung (T, yr,ur) € Boo L

von (P)eo 1, fortgesetzt werden.

e) Gliederung und Notation.

In Kapitel 2 beweisen wir zuerst die Aussage tiber die Maximalwerte, danach die Existenz globaler Maxi-
mallosungen in den Aufgaben (P)oo 1, und (P)s, . AnschlieBend wird das Ersatzproblem (P)r mit endlichem
Horizont untersucht. In Kapitel 3 bestimmen wir jeweils eine globale Maximalstelle fiir (P)oo,z, und (P)so, g,
und zwar ohne Verwendung des Pontrjaginschen Maximumprinzips.

Die Sigla C* (Q), LP(Q) und W"P(Q) bezeichnen die Réume der k-mal stetig differenzierbaren Funk-
tionen, deren Ableitungen stetig auf 9Q fortgesetzt werden kénnen, der (Aquivalenzklassen von) Funktio-
nen, die auf Q in p-ter Potenz Lebesgue-integrabel (1 < p < co) oder mefbar und wesentlich beschrankt
sind (p = c0) bzw. Sobolevfunktionen sind, die zusammen mit ihren ersten verallgemeinerten Ableitungen
zu LP(Q) gehdren. Die Riume W P(Q) und L

loc loc

schrinkungen f|[a, b] auf ein beliebiges kompaktes Teilintervall [a, b] C Q zu W'P[a, b] bzw. L*[a, b]

(©) bestehen aus denjenigen Funktionen f, deren Ein-

gehoren. Bei Integralen iiber unendliche Integrationsintervalle unterscheiden wir das Lebesgue-Integral
L-[> f(t)dt und das uneigentliche Riemann-Integral R-[° f(t)dt schon in den Bezeichnungen. f|A be-
zeichnet die Einschrénkung von f auf A; die Abkiirzung “(V)t € A” ist zu lesen als “fiir fast alle t € A”

bzw. “fiir alle t € A mit Ausnahme einer Lebesgueschen Nullmenge”. Schliefllich bezeichnen wir mit

t2k+1

Si(t) = R-/O BLLIRN. SRR

T =0 2k +1)- 2k + 1) (10)

den Integralsinus. 'V Alle numerisch berechneten Niherungswerte wurden jeweils nach der sechsten Dezi-

malstelle abgeschnitten.

') Siehe [ GRADSTEIN/RyYSHIK 81], Bd. 2, p. 322, Nr. 8.230 und 8.232. Der Graph der Funktion ist skizziert in
[ ABRAMOWITZ/STEGUN 84], p. 60.



2. Maximalwerte und und Existenz globaler Maximallosungen.

a) Die Maximalwerte der Aufgaben (P), ; und (P)s,g-

Lemma 2.1.: 1) Die Mengen Bso, Boo,r und Boo r sind nichtleer und konvez.

2) Fiir jeden Wert ¢ € [0, 1] existiert ein zulissiger Prozef ({9, y(©), u(®)) € B mit 2(9)(1) = ¢, ndmlich

2
@ _ Je@-t+(1-02(t-1)7|0<t<1,
=) {C/t ’1<t<oo; (11.1)
© () — —c+ (1—c)4(t—1)|0<t <1,
o {—C/t2 | 1<t <oo; (11.2)
4(1—¢) |0<t<1
@) = ;
wo) {2c/t3 | 1<t<oo. (11.3)

Beweis: 1) Die Konvexitdt der drei Mengen B, By und Bpg ist offensichtlich, da die Gleichungen und
Ungleichungen (3.2) — (3.7) in (¢,&,7) stiickweise affin-linear sind. Das Tripel (2(?), y(®) 4(9) mit

2t-1)2]0<t<1 4t-1)|0<t<1 4lo<t<1

(0) _ xlx 1, (0) — xlx 4 (0) _ xlx 4, 12
=) {O ’1<t<oo; ®) 0 |1<t<oo; u () O|1<t<oo (12)
gehort wegen 0 < 2(t—1)2<2—tund —2¢(t—1)2 +4(t—1) <4(t—1) <0 fiir 0 <t < 1 zu B und wegen
(O (t) = 0 fiir alle 1 < ¢ < oo sowohl zu Boo,r als auch zu By, R.

2) Offensichtlich gehort auch das Tripel (2™, y™M), 4(M)) mit

2-t]0<t<1 -1 o<t 0 o<t
(1) _ xXtx 1, (1) _ xXtx 4, (1) _ xXltx 4, 1
T () {1/75 l1<t<oo; ¢ O {—1/t2 1<t<oo; © 0 {2/t3 1<t<oco 13
zu B. Also bleiben die Nebenbedingungen (3.2) — (3.7) fiir die Konvexkombinationen (z(¢),y(®) u(?)) =
c(zM, 5D M) 4 (1 = ¢) (20, @, u©) erhalten. m

Lemma 2.2.: 1) Wenn ein Tripel (z,y,u) zu B gehért, so liegt y in C°(Q) und ist monoton wachsend,
und x liegt in Cl(Q), ist monoton fallend und konvez.

2) Es besteht die Inklusion Boo,1, C Boo R-

Beweis: 1) Alle Aussagen aufler der Konvexitédt von x auf (0, oco) sind offensichtlich. Diese ergibt sich wie
folgt: Seien zuerst tg, t € (0, 00) mit to < ¢. Dann gilt z(t) — x(to) = ftz @(r)dr = Min, ¢y ) 2(7) -
(t —to) = @(to) - (t —to), weil & = y monoton wachsend ist. Fiir ¢ < ¢y betrachtet man x(to) — x(t) =
ftto E(T)dT < Max ¢y 4,)%(7) - (to —t) = @(to) - (to —t) . Fiir die stetige Funktion = kann die Jensensche

Ungleichung auf [0, oo ) ausgedehnt werden.

2) Sei (z,y,u) € Bs. Dann ist die nach 1) stetig differenzierbare Funktion sin(-)x(-) auf jedem kompak-
ten Teilintervall von 2 Riemann-integrabel, und nach [ELSTRODT 96], p. 151 f., Satz 6.3, folgt aus der
Konvergenz von L - [ sint - z(t) dt die Konvergenz von R- ;" sint - z(t) dt. m

Lemma 2.3.: 1) Wenn ein Tripel (x,y,u) zu Boo gehort, so ist die Funktion h: [1, c0) — R gemdf
h(t) =t - x(t) monoton wachsend. Also erfillt x fir alle 1 < to < t die Ungleichung

to-x(ty) < t-a(t) < 1. (14)
Insbesondere gilt fir alle t > 1:

2(1)/t < x(t) < 1/t. (15)



2) Genau dann gehort (z,y,u) € Boo 2t Boo 1, wenn x(1) = 0. In diesem Fall gilt auferdem x(t) = 0 fir
allet > 1.

3) Genau dann gehort (x,y,u) € Boo 2u Boo r \ Boo, 1, wenn 0 < x(1) < 1. In diesem Fall ist auflerdem
Foop(e,y,u) < 3 —sin(1) = 2.158529... . (16)

Beweis: 1) Wir benutzen folgendes Lemma tiber Differentialungleichungen:

Lemma 2.4.:'2) Auf einem abgeschlossenen (endlichen oder unendlichen) Intervall @ C R mit dem

linken Randpunkt tg € Q betrachten wir das Anfangswertproblem
(D):  &(t) = g(t,z(t)) YVteQ, z(ty) =&, z € C(Q)

mit einer stetigen Funktion g(t,£): Q@ x R — R, sowie das Anfangswertproblem fir die Differential-

ungleichung
(D) @(t) = g(t,x(t) VteQ, z(to) =&, z € C(Q).

Wenn (D) eine eindeutige Losung & besitzt, so gilt fir jede Losung x von (D)': x(t) = &(t) fir allet € Q. m

Sei to > 1. Das lineare Anfangswertproblem (D) fiir z € C'[to, 0o ) mit @(t) = —x(t)/t Vit € [to, 00),
x(tg) = & besitzt fiir jedes £ € [0, 1] die eindeutige Losung &(t,£) = £/t. Nun ergeben sich die behaupteten
Ungleichungen aus Lemma 2.4. und (3.5).

2) Nach [ELsTRODT 96], p. 151 f., Satz 6.3, gehort (z,y,u) € Boo genau dann zu Be, 1, wenn das un-

eigentliche Riemann-Integral
e}
R-/ sint - z(t) dt (17)
0
absolut konvergiert. Wenn z(1) = 0, so bleibt fiir die monoton fallende Funktion = wegen (3.5) z(t) = 0 fiir

alle ¢ > 1, und das Integral (17) konvergiert absolut. Gilt jedoch (1) > 0, so folgt mit Teil 1):

o |Sint‘

R-/O ’sint~x(t)‘dt>/0|sint-x(t)|dt+a:(1).3_/l dt: (18)

nach [ ELSTRODT 96], p. 152, Beispiel 6.4, divergiert jedoch das letzte Integral.

3) Wir zeigen, daB in diesem Fall das Riemann-Integral (17) bedingt konvergiert. Wegen z € C () erhalten

wir
00 T T

R-/ sint - z(t)dt = lim sint - z(t)dt = lim (— cos(T) - z(T) + cos(1) - z(1) + / cost - &(t) dt) .
1 T—ooJ1 T—o0o 1

Hierin gilt einerseits (19)

1
0 < lim (—cos(T) x(T)) < Max(—cos(T)) - lim — =0, (20)
T—o0 T>1 T—o0

andererseits folgt aus x(t) < 1/t die Ungleichung @(t) > —x(t)/t > —1/t?, und damit konvergiert das

uneigentliche Riemann-Integral

oo 001
R-/1 |cost-j;(t)|dt<R-/1 t—th:I (21)

12) [WALTER 00], p. 102, Satz VIII, zusammen mit p. 100, Definition VI.



absolut. Damit ist die partielle Integration in (17) gerechtfertigt (vergleiche [FIcHTENHOLZ 90], p. 550,
Nr. 488), das Integral R -floo sint- z(t) dt konvergiert bedingt, und (z,y, u) liegt in Boo g \ Boo,r- Zusammen

mit
’/ sint - x(t dt‘ / sint- (2 —t)dt = 2 —sin(1) — cos(1) (22)
erhalten wir schliefilich

Foo r(z,y,u) ’R/ sint - z(t)dt| < 3—sin(l). " (23)

Anmerkung: Nach Lemma 2.3., 3) liegen alle Tripel (2(), y(©) 4(9)) mit 0 < ¢ < 1 aus Lemma 2.1., 2)
in Boo,R \ Boo,L-

Beweis zu Satz 1.2., 1): Sei (z,y,u) € Beo,r, also z(t) = 0 Vt > 1 nach Lemma 2.3., 2). Wir
begniigen uns mit der Abschétzung

1 1
For(z,y,u) = / sint - z(t) dt < / sint-(2—t)dt = 2 —sin(1) — cos(1)
0 0

—  pup < 2-—sin(l) —cos(1) = 0.618226...  (24)

Andererseits gehort der in Lemma 2.1., 2) erklarte Prozef§ (x(l),y(l),u(l)) zu Boo g. Der zugehorige Ziel-
funktionalswert ist

1
Froo g(zM,y® M) = / sint- (2 —t)dt + R-/ blTnt dt = 2 —sin(1) — cos(1) + (z - Si(l)) . (25)
0 1

Wegen Si(1) = 0.946083... < 1.570796... = 7/2 erhalten wir

pr < 2 —sin(1) — cos(1) < Faor(z®, 5y, u®) = 2 — sin(1) — cos(1) + (f - Si(l)) <pp. w (26

b) Existenz globaler Maximallésungen fiir (P)y,; und (P)eo, g-

Beweis zu Satz 1.2. (Fortsetzung): 2) Wir betrachten zu T = 1 das Problem (P); und fligen zu
(8.1) — (8.7) die Randbedingungen (1) = y(1) = 0 hinzu, womit eine Aufgabe (P); entsteht. Auf die zu
(P); gehérige relaxierte Aufgabe darf der Existenzsatz | PICKENHAIN/ WAGNER 00B], p. 304, Theorem 2.1.,
angewendet werden (dieser Satz bleibt auch fiir einen Definitionsbereich [0, 1] € R! und 1 < p < oo richtig).
Da z, y und w linear ins Zielfunktional (8.1) und die Zustandsgleichungen (8.2) — (8.3) eingehen, liefert der
Existenzsatz fiir die relaxierte Aufgabe gleichzeitig die Existenz einer globalen Maximalstelle (x,y,u) firs
unrelaxierte Problem (P);. Setzen wir deren Komponenten auf (1, co) mit Null fort, so gelangen wir im
Hinblick auf Lemma 2.3., 2) zu einer globalen Maximalstelle (21, yr,ur) von (P)so,r-

3) e Schritt 1: Fiir (P)y p existiert nach Lemma 2.3., 3) eine Maximalfolge { (z(™),y™) w(N))} | B g.
Sei T > 0 gegeben. Dann gehoren die Einschrinkungen (z(N), 3(V) 4, (N)) | [0,T] zu Wl’p[O, T] x Wl’p[()

T] x L>[0, T], und die Folgen {z™) } W'?[0, T], {y™}, W'P[0, T] und {u™ }, L*[0, T'] sind
jeweils normbeschrankt. 3) Nun wihlen wir 7' = 7. Mit Hilfe des Einbettungssatzes von Rellich-Kondrachev
([ApAMS 78], p. 144, Theorem 6.2, Part IIT) kénnen wir auf die Existenz von Teilfolgen von { (z(N), 3N,

13) Wir verzichten im folgenden darauf, die Einschrankungen explizit zu notieren, und schreiben 2™ e whe [0,T]
anstelle von (™) | [0, T] € W"P[0, T] usw.



u™)} und Funktionen & € W"?[0, 7] N C°[0, 7], §1 € W"?[0, 7] N C°[0, ] und 41 € L>[0, 7] mit
folgenden Eigenschaften schlieflen:

(1) (1) (1 )

{(a™), N (N )} {@™,y™ ™M)} mit (27.1)
PO RPN e (FED ISV D IR el (PR P MG S DIING 2l (L) P (27.2)
Z1(t) = (), 91(t) = G1(t) Vte (0,7) und 0< 41(¢) <5 (V)t€ [0, m] sowie (27.3)

I (V) _ 0, i V) g —0 (274
Jm 1 lleogo,m =0- lim |y (0,71 (27.4)

(vergleiche [ PICKENHAIN/WAGNER 004 ], p. 223). Sukzessive bilden wir fiir alle & € IN, & > 1, Teilfolgen

mit folgenden Eigenschaften:

{(J,‘(N(k))7y(N(k))"U,(N(k)))} g {(:C(N(k_l))7y(N(k_l))7u(N(k_l)))} mit (281)
2 NE) _ WhP0, k] &k y(N<k)) __W'P[0, kn] 0 uNE) F L0, k] Uk s (28.2)
Zx(t) = (), J%(@) = 4r(t) V€ (0,kr) und 0< G4r(t) <5 (V)t €0, kr] sowie (28.3)

N &) . . N &) ~ o
lim Hx( )—kaCOO kﬂ]—O, lim ||y( ) — i [OJW]—O. (28.4)
N oo N oo

Aus der Konstruktion folgt die Ubereinstimmung der Einschrinkungen 2, (t) = #5_1(t) und 9 (t) = 9x_1(t)
YVt e [0, (k— )] sowie Gx(t) = Gr—1(t) (V)t € [0, (k — 1)w]. Wir gelangen damit zu Grenzfunktionen
(z,9,0) € (WIOC( )N )) % (WIOC( )N (0 )) x L. (€2) mit den Einschréinkungen & | [0, k] = 2y,
g][0, kn] =gk und @ | [0, k] = Q.

e Schritt 2: Nun konstruieren wir eine Diagonalfolge mit folgenden Eigenschaften: Aus { (z(N"), (V™)
u(N(l))) } entnehmen wir das erste Tripel (z(1)y(V1) (V1)) mit
&™) — 1| oy o < 1/2 wnd [[y™ =1l gy 1y < 1/25 2

aus {(x(Nm),y(N(z)),u(N<2))) } entnehmen wir das erste Tripel (z(V2), y(V2) 4 (N2)) mit Ny > Ny und

o) < 1/45 (30)

< 1/4 wd [y — g,

- c[0, 27 °10, 27
352” of ] ||C[ ]

allgemein entnehmen wir fur £ € IN, &k > 1, aus {(Jc(N(k)),y(N(k)),u(N(k)))} das erste Tripel (z(V+), y(Ne)
uN¥)) mit Ny, > Ny_; und
1/2%. (31)

2% — &l cagy ey < 1/2* [y

[0, kr] yk”cﬂ[o pr] S

Die Diagonalfolgen { z(™*) } und { y(™¥) } konvergieren auf ganz [0, oo ) iiberall punktweise gegen die steti-
gen Grenzfunktionen & bzw. g, die iiberdies der Anfangsbedingung #(0) = 2 und den Phasenbeschrinkungen
(3.5) und (3.6) geniigen, withrend die Diagonalfolge { u(N¥) } fast iiberall punktweise gegen die Grenzfunktion
4 konvergiert, die die Steuerbeschrinkung (3.7) einhélt. Benutzt man die Darstellung des Zielfunktionals

aus (19), namlich

Foo r(z,y,u) = cos(1) - z(1) + /0 sint - x(t) dt + L-/loo cost - y(t)dt, (32)

so kann man entlang der Teilfolge { (z(V) y(Ne) 4 (N)) Y auf das letzte Integral den Konvergenzsatz von

Lebesgue anwenden, weil |7 | eine integrable Majorante fiir die | y(™*) | darstellt. Damit ergibt sich:



pr = lm Fa g(z®e) yNe) (Vi)

k—oo
1

= lim cos(1)- 2™ (1) + lim [ sint-z™)(t)dt + lim L-/ cost - yNe) () dt
1

k— 00 k—o00J0 k—o0
1 o0
= cos(1)-z(1) + / sint - &(t) dt + L—/ cost - g(t)dt, (33)
0 1

und (Z, §,4) ist eine globale Maximallosung von (P)so,g-

4) Nachdem die Existenz globaler Maximalldsungen von (P)s 1 bzw. (P).,r nachgewiesen ist, ergibt sich
die Aussage aus Teil 1) des Satzes. m

c) Untersuchung der Aufgaben (P)p fiir 7> 1.

Beweis zu Satz 1.3.: 1) Sei 7' > 1. Dann ist die Einschriinkung des oben definierten Tripels (2!, y™) u(1))
auf [0, T'] in (P)r zulédssig, und es gilt:

1 T .
Fr(z®, yM 1)) = / sint - (2 —t)dt + / SITntdt = 2 —sin(1) — cos(1) 4 Si(T) — Si(1). (34)
0 1

Nun gilt Si(7") — Si(1) > 0 fiir alle 1 < 7' <« und Si(7) = Si(1) > inf | ¢ () Si(7) = Si(1) = Si(27) — Si(1)
= 1.418734 ... —0.946083... > 0 fiir alle 7 < T < oo, woraus wir mit (26) erhalten:

pr < 2 —sin(1) — cos(1) < 2 —sin(1) — cos(1) + Si(T) — Si(1) = Fp(z™,y®, M) < pyp. (35)

2) Wir argumentieren ebenso wie im Beweis zu Satz 1.2., 2): Auf die relaxierte Aufgabe zu (P)r darf
wiederum der Existenzsatz [ PICKENHAIN/WAGNER 00B], p. 304, Theorem 2.1., angewendet werden. Da
x, y und u linear ins Zielfunktional (8.1) und die Zustandsgleichungen (8.2) — (8.3) eingehen, liefert der
Existenzsatz fiir die relaxierte Aufgabe gleichzeitig die Existenz einer globalen Maximalstelle fiirs unrelaxierte
Problem.

3) Aus Lemma 2.3., 2) ergibt sich, dafl genau die zuléssigen Losungen von (P)p mit 2(1) = 0 zu zuléssigen
Losungen von (P)oo, r, fortgesetzt werden kénnen. Fiir eine derartige Losung mufl auBerdem z(t) = 0 fiir alle
1 <t < T bleiben. Daher gilt

1
Fr(z,y,u) = / sint - z(t)dt < pr < pr, (36)
0

und damit ist die Fortsetzung einer globalen Maximalstelle von (P)r zu einer zuléssigen Lésung von (P)o, 1,

unmoglich. m

3. Globale Maximallésungen von (P). ; und (P)s g.

a) Eine globale Maximalstelle in (P). 1.

Lemma 3.1.: Wir figen zur Aufgabe (P)1 die Randbedingungen x(1) = y(1) = 0 hinzu und bezeichnen das

entstehende Problem mit (P)y. Fir alle zuldssigen Lisungen (x,y,u) von (P); gilt:
t
g4(t) = Max (0, (2+4/ (s — 1)682/2d8) -e_t2/2>
0

< z(t) € g5(t) = Min (2715, (Cl +4/t(s 1)652/2 ds) .e*t2/2) (37)
0
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fir alle 0 <t < 1, worin
1 2
C) = —4/ (s —1)e* /2ds = 2.184945 ... (38)
0

Beweis: Wir betrachten das lineare Anfangswertproblem (D) fiir 2 € C'[0,1] mit #(t) = —t a(t) +4 (¢t — 1)
Vte [0, 1], (0) = £ und seine Losung

B(t,€) = e /2 (g + 4/;(3 - 1)682/2ds). (39)

Mit Lemma 2.4. ergibt sich aus (8.4) und (8.6) die Ungleichung
2 t 2
e_t/2<2+4/(s—1)es/2ds) < z(t) Vte[0,1] (40)
0

fiir alle in (P); zuléssigen (x,y,u), und daraus zusammen mit (8.5) die erste Ungleichung. Zum Beweis der
zweiten Ungleichung stellen wir fest, daf die Funktion

¢ 1
z(t,Cy) = (C’l + 4/ (s —1) s /2 ds) et/ = 74/ (s—1) e /2 ds . et*/2 (41)
0 ¢
den Randwert (1, C;) = 0 annimmt. Mit Lemma 2.4. schlieflen wir, daf§ aus x(to) > &(to, Cy) fiir irgendein
to € [0, 1] die Ungleichung x(t) > #(¢t,Cq) Vt € [to, 1] folgt, so dafl eine derartige Funktion nicht zu
einem zuléssigen Tripel (z,y,u) von (P); gehoren kann. Daraus ergibt sich zusammen mit (8.5) die zweite
Ungleichung. m

Satz 3.2.: 1) Die zuldssige Losung (x,y,u) € Boo L,

Cot + 2 |0<t<ty,

a(t) = (Cl+4/t(s—1)es2/2ds) T2 <t <, (42.1)
0 ’ | 1<t <oo;
Co | 0<t<to,

y(t) = —t(Cl+4/t(s—1)es2/2ds) e -1 [t <t <, (42.2)
0 ’ | 1<t <o0;
0 |0<t<ty,

u(t) = { (2 - 1) (Cl+4/t(s—1)esz/2ds> e gt —1) 4 |ty <t<1, (42.3)
0 ’ | 1<t <oo,

mit Cy aus Lemma 3.1., Co = —3.006012... und tg = 0.331662... gemdfs (47) und (48) ist eine globale
Mazimalstelle von (P)eo, .-

2) Der Mazimalwert von (P)oo. 1, betrdgt 1, = 0.072839... .

Beweis: 1) Als Losung der linearen DGI. aus dem Beweis zu Lemma 3.1. erfiillt die Funktion &(t,Cy)
die Gleichung 2°(1,Cy) = —1 - &(1,C4) = 0, also erfiillt die Funktion g5 die zusétzlichen Randbedingungen
x2(1) = y(1) = 0. Wir konnen daher die z-Komponente einer globalen Maximallosung von (P); als die
grofite stetig differenzierbare, monoton fallende, konvexe Funktion x(¢) in dem durch die Ungleichung (37)
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beschriebenen Streifen aufsuchen.'¥) Diese ergibt sich als konvexe Hiillfunktion von g5 und kann zu einem
zuléssigen Prozefl erganzt werden.
Die konvexe Hiillfunktion z(t) von

t

gs() = Min (2 —t, (01 + 4/0 (s—1) /2 ds) : e*tz/Q) (43)
setzt sich aus einem affin-linearen Teilstiick

1‘(t)=02t+2, tE[O,to] (44)
und einem Teilbogen

1 2 2
x(t):—4/ (s—1)e/?ds-e /2, telty, 1] (45)
t

zusammen, wobei Cy € R und ¢y € (0, 1) durch die Bedingungen

1
x(tg) = Coto+2 = —4/ (s—1) e 12 ds . e=(10*/2 gowie (46)
to
; _ - _ ' _ s%/2 —(t0)?/2 _
i(ty) = Co = 4t0/ (s—1)e* ?ds-e +4(te—1) = (47)
to

1
42+ 1)/ (s—1)e*2ds-e /2 L 4tg(tg—1) +2 =0  (48)

to

eindeutig bestimmt sind. Wir erhalten ¢y = 0.331662 ... und C5 = —3.006012... .

Wir haben noch die Zuléssigkeit des angegebenen Tripels zu iiberpriifen. Aus der Konstruktion von Cy
und t, folgt 2 € C'[0, 1], und infolge von Lemma 3.1. erfiillt das Tripel (z,y, u) mit y(t) = @(t) V¢ € (0, 1)
und u(t) = #(t) (¥)t € [0, 1] die Restriktionen (8.2) — (8.6) sowie die zusétzlichen Randbedingungen
z(1) = y(1) = 0. Weiterhin gilt #(t) = u(t) > 0 fiir alle t € (to, 1), weil = konvex ist. Schliefllich besteht
fiir alle t € (to, 1) die Abschitzung

1
u(t) = 4(t2—1)/ (1—s)e/2ds e /2 — 4t (t—1) +4 < 4(1+t—12) < 5, (49)
¢
womit auch (8.7) erfiillt ist.
2) Fiir den Maximalwert von (P)s, 1 erhalten wir durch Einsetzen der globalen Maximalstelle aus Teil 1)

1 to 1 t
L, :/ sint-m(t)dt:/ sint'(C’gt—&-Q)dt—F/ Sint<C1+4/ (8—1)682/2d8)'67t2/2dt
0 0

to 0
= 0.072839.... = (50)

b) Eine globale Maximalstelle in (P)s g.

Satz 3.3.: 1) Die Losung (z(V),y™M) uMV) € B r gemdf Lemma 2.1., 2) ist eine globale Mazimalstelle von
(P)oo,R'
2) Der Mazimalwert von (P)eo r betrdgt pr = 1.242940 ... .

14 Damit eriibrigt sich die Verwendung des Pontrjaginschen Maximumprinzips fiir phasenbeschrénkte Steuerungs-
probleme (siehe [IOFFE/TICHOMIROW 79], p. 208, Satz 1).
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Beweis: 1) Nach Lemma 2.4., 1) ist fiir jede zuléssige Losung (z,y, u) € Boo,g die Funktion h(t) = t-2(t) < 1
auf dem Intervall [1, co ) monoton wachsend. Dann gilt nach dem Mittelwertsatz ([ ELSTRODT 96], p. 154,
Satz 6.6):

h(l)/ Sl—ntdtg/ Lm-(tx(t))dtgh(w)/ L (51.1)
1 t 1 t 1 t

21 s 27 s 27 .
h(%)/ Sltitdt </ ?-(tx(t))dt < h(w)/ SlTntdt, (51.2)

also zusammen

27 2m :
/ sint - x(t)dt < m-x(r) / &Tnt dt, (52)
1 1

und allgemein fiir jedes k € IN

@k+1)7 @R oy (2k+1)7 oy
h(2k7r)/ sty < / L (a(t)) dt < b (2k+1)7r)/ SF gt und (53.1)
2km t 2km t 2km t
(2k+2)7 _: (2k+2)7 _: ¢ (2k+2)7 _: ¢
h((2k+2)7r)/ sint gy < / SO ae)) di < h((2kz+1)7r)/ St (53.2)
(k+1)r ¢ k+)m ¢ (k+)w ¢
also zusammen
(2k+2)m (2k+2)m sint
/k sint - 2(t)dt < (2 + 1) - 2( (2K + 1)) /% . (54)
2km ™
Wir erhalten:
00 27 00 (2k+2)m
/ sint - x(t)dt = / sint-x(t)dt + > sint - x(t) dt
1 1 k=1J2kr
27 (2k+2)7 _:
4 & 4
gw-x(w)/ SlTndt+k21(2k+1)7r-x((2k+1)7r)/2k Ml (59)
1 = ™

Setzt man hierin 2 (t) = 1/t ein, so werden alle Abschiitzungen scharf. Zusammen mit (24) ergibt sich
Foo r(7,y,u) < Foo (2, ¢y wM) und (M), yM) 41) ist globale Maximalstelle.

2) Mit (25) ergibt sich ur = Fao g(z™M,y™M u(M) = 1.242940 ... . w
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