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Auszug aus der Vorlesung: Satz von Liouville

C) Geometrie im Phasenraum.

Definition 35: 1) Der Raum R®" mit den Koordinaten (&1, ..., €, 1y ... , n) heift Phasenraum zu
(P2)** bzw. (P2)**(x).

2) Sei (&,p) eine allgemeine Losung des Systems der kanonischen Gleichungen in (P2)** und to € (a, b).
Dann heifit die Familie der Abbildungen { g* } a<t<p Mit gt R*™ — R*" gemap ¢*(&,m) = (&(t), p(t)) mit
Z(to) = & und p(to) = n Phasenfluf$ zu (&,p).

Satz 36: (Liouville) In (P3)** sei zusitzlich H(t, &, v) von C° und von t unabhingig. Auferdem sei (&,p)

eCc*mx b allgemeine Losung des Systems der kanonischen Gleichungen. Dann “lafit der PhasenflufS das

Volumen im Phasenraum invariant”, d. h. prizise: Ist G C R®™ ein Lipschitzgebiet im strengen Sinne, und
ist Gt =g"(G) :=={g"(&n) | (&,m) € G}, so gilt: A>"(G!) = N*"(G) fiir alle t € [a, b].

Beweis: Sei tg € (a, b) gegeben. Dann ist
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Wir wollen zeigen: T )\2"(Gt)|t=t0 = 0. Aus dem Satz iiber Differentiation des Integrals nach einem
d d
Parameter folgt: T AQ"(Gt)|t:t0 = g 1- 7 Det (...) ‘t:to d¢ dn, also miissen wir die Jacobimatrix, ihre

Determinante und deren Ableitung nach ¢ in U(tg) berechnen. Hierzu entwickeln wir:
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(verwendet wurden die Definition von g*, die kanonischen Gleichungen und Satz 33, 2): H(z(t), p(t)) ist

konstant). Die r(t,f9) sind Vektoren von Restgliedfunktionen mit der Eigenschaft lim, ., r;(t,to) = 0,

1 < 7 < 2n. Die Jacobimatrix lautet dann:
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Mit H(¢,n) = : : und R(t,tg) = : : kénnen
_}anfl (5777) _:Hjﬁnnn (fan) r2n(tat0) r2n(t7t0)
dgt/o& .. Ogh/on,
wir schreiben: : : (&,n) = Eay + (t — to) (H(&,m) + R(t,t0) ) -

Zur Berechnung der Determinante ziehen wir folgenden Satz heran (sieche KOWALEWSKI, G.: Finfihrung in
die Determinantentheorie. De Gruyter; Berlin 19423 p. 114 f., Nr. 53):
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wobei Sy jeweils die Summe aller k-reihigen Hauptminoren von A ist (Hauptminor: Determinante einer

Untermatriz, die durch Streichen von Zeilen und Spalten gleicher Nummer entsteht).

Mit A =1 und A = (t — to) (H(&,n) + R(t, to) ) ergibt sich hieraus:
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wobei alle weggelassenen Summanden die Differenz (¢ — ¢9) mindestens in zweiter Potenz enthalten. Also

folgt:
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Potenz enthalten. Zusammen mit der Forderung an die Restgliedfunktionen erhalten wir Null, und damit
bleibt A\?*(G!) konstant. =



