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Funktionentheorie: Testatfragen (I)

Deute Addition, Multiplikation und Division komplexer Zahlen geometrisch in der Gauflschen Zahlen-
ebene.

. Erklire den Unterschied zwischen v/8 € R und v/8 c C.
. Warum heifit die Gleichung 2™ = 1 (n € IN;) Kreisteilungsgleichung?

. Welche Gestalt hat die Losungsmenge der Gleichung A (2 4+2)+iB(zZ—2)+C(2z2—1)+D(2Z+1) =0

fir A, B,C,DcR, A2+ B24+C?-D%2>07?

. Erklére die stereographische Projektion der Zahlenkugel auf die komplexe Ebene und nenne die wichtigsten

Eigenschaften dieser Abbildung.

. Warum kann die abgeschlossene komplexe Ebene Cy = C U { o0 } als kompakter metrischer Raum aufge-

fa3t werden?

. Beschreibe die Spiegelung von z € C am Kreis 9K (0, R).
. Was ist eine Mobiustransformation?

. Beweise, daf} die M&biustransformationen mit der Operation der Verkettung eine Gruppe bilden.

Gib eine Mobiustransformation an, die die Halbebene {z € C | Imz > 0} auf den Einheitskreis K(0,1)
abbildet. Ist diese Transformation eindeutig bestimmt?

Was ist ein Gebiet?

Was versteht man unter der analytischen Landschaft einer komplexen Funktion?
Wann heifit eine Funktion f: Cy — Cy in zp = oo stetig?

Definiere den komplexen Differentialquotienten von f: U(zg) — C in 2 € C.

Sei f: U(zg) — C durch f(z +iy) = u(z,y) + iv(zr,y) gegeben. Welchen Bedingungen miissen die

reellwertigen Funktionen v und v geniigen, wenn f in zg € C komplex differenzierbar ist?
Erklare: holomorphe Funktion.

Was bedeuten die Symbole %(z)(zo) und %(f)(zo) ?
z Z

Erklare: konforme Abbildung von U(zy) C C auf V(wg) C C. Erweitere die Definition auf zy = co bzw.
wp = Q.

Welche Funktionen f:U(zg) — C vermitteln eine in zg € € konforme Abbildung?

Zeige: Fiir jede Zahl k € Z ist die komplexe Exponentialfunktion 2k7i-periodisch.
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Funktionentheorie: Testatfragen (II)

Was versteht man unter dem komplexen Logarithmus Log z und seinem Hauptwert Ln z ?
In welchem Sinne gelten die Logarithmengesetze im Komplexen?
Definiere zu a € €\ {0} und b € C die komplexe Potenz [a | * Bestimme [i] "

Deute eine komplex differenzierbare Funktion f: C — C als komplexes Potential eines Stromungsfeldes

und nenne das zugehorige Geschwindigkeitsfeld.

Nenne die Potentiale fiir Quellstromung aus a € C bzw. Zirkulationsstromung um a € C.

Definiere das komplexe Kurvenintegral / f(z)dz.
c

Berechne ;5 (z — z0)¥ dz fiir k € Z.

K(z0,0)

Wie koénnen Real- und Imaginérteil des komplexen Kurvenintegrals / f(2)dz physikalisch gedeutet
c

werden?

Nenne den Cauchyschen Integralsatz und seine Umkehrung (Satz von Morera).
ZE
Wann ist / f(2)dz von der Wahl der Verbindungskurve der Punkte z4, zg € C unabhéngig?
zA

Gib eine Stammfunktion F' zu einer holomorphen Funktion f: G — C an.

Driicke Funktionswert f(zp) und Ableitungen f(™)(zy) einer holomorphen Funktion f: G — C durch
Kurvenintegrale aus.

Gib die Taylorentwicklung einer in G C C holomorphen Funktion f zum Aufpunkt zy € G an.
Nenne den Identitéatssatz fiir Potenzreihen.

Unter welchen Bedingungen 148t sich eine reelle, auf (a, b) C R stetig differenzierbare Funktion f(z)
zu einer holomorphen Funktion f(z) auf G C C, (a, b) C G, fortsetzen?
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Funktionentheorie: Testatfragen (III)

Sei G C C ein Gebiet, f in G holomorph und im Abschlufl von G (beziiglich Cy) noch stetig mit
M =sup| f(z)|. Wo kann | f(2)| den Wert M annehmen?
zeG

Gib die Laurententwicklung einer in G = K(zg, ") \ K(zg, ') holomorphen Funktion f zum Aufpunkt
20 € Can (r'" > 1" > 0).

Wie lautet die Laurententwicklung einer in G = C \ K(0, ) holomorphen Funktion beziiglich zy = co?

Eine Funktion f sei in C holomorph mit Ausnahme der Stellen zg = 0, 27 = 1 — ¢ und 25 = 2 + 24.

Erstelle eine Konvergenzkarte der moglichen Laurententwicklungen um z.

Klassifiziere die isolierten Singularitdten einer sonst holomorphen Funktion f : Cy — Cy nach der Gestalt

der Laurentreihen.

Klassifiziere die isolierten Singularitdten einer sonst holomorphen Funktion f: Cy — Cy nach dem
Verhalten von | f(2) | in ihrer Umgebung.

Formuliere den Satz von Casorati/Weierstral iber das Verhalten einer holomorphen Funktion in der

Umgebung einer wesentlich singulédren Stelle.

Was versteht man unter dem Residuum einer in G\ { zg } holomorphen Funktion f in zg € C bzw. 2y = co?

Bestimme R(es)sin(
z=(—1

1)
241/
Was besagt der Residuensatz?

Beweise: Ist f : Cy — Cp bis auf endlich viele Stellen a; € C holomorph, so verschwindet die Summe
ihrer Residuen in Cy, d.h. Y Res f(z) + Res f(z) =0.
L Z=0k Z=00

Nenne die Anzahlformel fiir Nullstellen und Polstellen einer sonst holomorphen Funktion im Gebiet G.

Unter welchen Bedingungen besitzt eine in K(zp,r) holomorphe Funktion w = f(z) eine holomorphe
Umkehrfunktion z = f~1(w)?

Definiere: meromorphe Funktion.

Warum kann eine meromorphe Funktion auf einer kompakten Menge K C C hdochstens endlich viele

Polstellen besitzen?



